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Введение
Механическое взаимодействие колеса и рельса является физической основой
движения поездов по железным дорогам. Именно это взаимодействие определяет скорость
и безопасность движения поездов. Требования к характеристикам контактного
взаимодействия колеса и рельса противоречивые. С одной стороны, сцепление колес с
рельсами должно обеспечивать малое сопротивление движению состава.
С другой стороны, для обеспечения требуемой силы тяги необходимо иметь высокий
уровень сцепления колес локомотива с поверхностью рельса. Задаче о контакте колеса с
рельсом посвящено значительное количество работ [1], [2]. Тем не менее она остается
актуальной. В связи с этим аналитическое решение задачи представляет
научный и практический интерес.
Решение краевой задачи для упругого полупространства
В соответствии с гипотезой Герца при определении напряженно-деформированного
состояния контактирующие тела заменяются упругими полупространствами, прижатыми
друг к другу по площадке контакта. Поэтому сначала построим решение статической краевой
задачи теории упругости для полупространства.
Дифференциальное уравнение равновесия в перемещениях при отсутствии массовых









где u – вектор перемещений; ν – коэффициент Пуассона;  – оператор Лапласа;
 – набла-оператор.
Воспользуемся прямоугольной системой координат x1, x2, x3. В работе [4] показано,






















Здесь B – гармонический вектор, а  – гармонический скаляр. В компонентах












































Гармонические функции В1, В2, В3 и   находятся из решения краевой задачи.
Пусть на плоскости 03 x  заданы нормальные напряжения:













а касательные напряжения 31  и 32  отсутствуют.
Здесь  – область нагружения в плоскости .03 x
Удовлетворяя этим граничным условиям и используя формулы (3), находим
гармонические функции Bi (i = 1, 2, 3) и :
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Здесь  – модуль сдвига.
















































































































































































































































































































































Интегральное уравнение контактной задачи и его решение
Принимая во внимание, что







запишем третью формулу (7) в виде:

























Частный случай этой формулы при :03 x







где      .21222211 yxyxR 
Функция  21, yyf  представляет собой нормальное давление  21, xxp  в области .
Формула (9) относится к одному упругому телу. Когда рассматривается контакт двух
тел, то [3]:
         ,,,0,,0,,0,, 21221121)2(321)1(3213 xxxxxxuxxuxxu   где   ., 21 xx
Здесь  – сближение упругих тел,  21,xxi – уравнения поверхностей соприкасающихся тел.
Поэтому в случае контакта двух упругих тел уравнение (9) будет иметь вид:














Уравнение (10) является двумерным интегральным уравнением первого рода. При
выводе этого уравнения касательные напряжения в области контакта не учитывались.
Решая уравнение (10), можно найти закон распределения нормального давления на
площадке контакта .



















где   ., 21 xx
Вопросы, связанные с определением величин R1 и R2, подробно рассматриваются в
монографии [3]. В данном случае контактного взаимодействия колеса и рельса будет
иметь место контакт поверхности вращения с осями, расположенными накрест при












Здесь 2R  – радиус бандажа, 2R – радиус головки рельса.
Для неизношенных колеса и рельса полагают, что 1R  и .1 R
Считая величины R1 и R2 известными, можно приступить к решению интегрального
уравнения (11). Решение этого уравнения в замкнутом виде можно получить полагая, что













где a, b – полуоси эллипса; е – эксцентриситет эллипса Е0. Величины a, b первоначально
неизвестны, они определяются в процессе решения задачи.




















где   ., 21 xx





































bIebI KEEKK K(e), E(e) – полные
эллиптические интегралы.
Уравнение равновесия:
  ,, 2121

 dxdxxxpP
где Р – нормальная сила, прижимающая упругие тела.































где   ., 21 xx









Используя соотношение (14), находим:
– большую полуось эллипса Е0:
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– сближение упругих тел (колеса и рельса):
 

























   .)()(12 eeee EKD 
Эксцентриситет е эллипса Е0 можно найти из соотношения:
      















Малую полуось b эллипса Е0 находим по формуле
.1 2eab 
Ось x1 направлена параллельно продольной оси рельса.
Полученные выше формулы для определения eap ,,,max   справедливы для
неизношенных колеса и рельса.




При определении контактных напряжений, сближения и размеров площадки контакта
колеса с рельсом, использовались следующие данные:
– рельс Р65 изготовлен из стали, имеющей предел прочности в = 1175 МПа;
– бандаж вагонного колеса изготовлен из стали, имеющей предел прочности
в = 880 – 1100 МПа;
– упругие характеристики сталей: модуль Юнга Е = 2,1 · 105 МПа, коэффициент
Пуассона ν = 0,28, модуль сдвига G =  = 8,1 · 104 МПа;
– принимаем радиус головки рельса Р65 равным 300 мм;
– радиус бандажа колеса равным 475 мм.
Следовательно,
3001 R  мм, .1 R
4752 R  мм, .2 R
По формулам (12) находим:
4751 R  мм; 3002 R  мм; .632,012 RR
По рис. 2 находим:
.565,0;775,0;46,02  ae
























































Таким образом, получено решение задачи о контакте колеса и рельса.
Заключение
Дано аналитическое решение пространственной контактной задачи применительно к
контакту колеса с рельсом. Получены формулы для определения контактных напряжений
и размеров площадки контакта, которые в дальнейшем могут быть использованы для
определения наибольших расчетных напряжений (по третьей или четвертой теории
прочности), возникающих на некоторой глубине под площадкой контакта, а также при
решении контактной задачи с учетом износа контактирующих поверхностей колеса и
рельса.
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